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Одной из приоритетных задач цифровой обработки сигналов являет­
ся уменьшение вычислительной сложности соответствующих алгоритмов, 
но без значительных потерь их точности. Для синтеза таких алгоритмов 
нужны хорошие адекватные модели сигналов. В работе для такого пред­
ставления случайных сигналов предлагается использовать рекуррентные 
циркулянтные модели скользящего окна. Получены алгоритмы вычисле­
ния параметров таких моделей по заданной корреляционной функции сиг­
нала и выражения для корреляционной функции аппроксимирующего 
процесса. Проведен сравнительный анализ качества аппроксимации пред­
ложенных моделей с другими известными моделями, подтверждающий их 
высокую эффективность
Ключевые слова: случайный сигнал, случайный процесс, авторегрес­
сионная модель, циркулянтная модель, стохастическое разностное уравне­
ние, корреляционная функция, преобразование Фурье.
1. Общ ая постановка задачи. П р и  ц и ф р о в о й  о б р а б о т к е  с и г н а л о в  и  и з о б р а ж е ­
н и й  в  р а д и о л о к а ц и и  и  с в я з и  ч а с т о  в о з н и к а е т  н е о б х о д и м о с т ь  в  н а и л у ч ш е й  а п п р о к с и м а ц и и  
н а б л ю д а е м о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  д и с к р е т н о й  д и н а м и ч е с к о й  м о д е л ь ю  о п р е д е л е н н о г о  
п о р я д к а .  П р и ч е м  м о д е л ь  д о л ж н а  б ы т ь  т а к о й ,  ч т о б ы  в  д а л ь н е й ш е м  е е  м о ж н о  б ы л о  и с ­
п о л ь з о в а т ь  д л я  э ф ф е к т и в н о г о  р е ш е н и я  з а д а ч  с г л а ж и в а н и я ,  п а р а м е т р и ч е с к о г о  с п е к т р а л ь ­
н о г о  а н а л и з а ,  о б н а р у ж е н и я ,  р а с п о з н а в а н и я  и  д р .  П о д  э ф ф е к т и в н о с т ь ю  м ы  з д е с ь  п о н и м а ­
е м  н е  т о л ь к о  п р о с т у ю  с т р у к т у р у  п о л у ч а е м ы х  о п т и м а л ь н ы х  а л г о р и т м о в  о б р а б о т к и ,  н о  и  
о д н о в р е м е н н о  в о з м о ж н о с т ь  и х  б ы с т р о й  в ы ч и с л и т е л ь н о й  р е а л и з а ц и и .  Д л я  м н о г и х  и з ­
в е с т н ы х  д и н а м и ч е с к и х  м о д е л е й ,  н а п р и м е р ,  а в т о р е г р е с с и и  и л и  а в т о р е г р е с с и и -  
с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о  [ 1 ] ,  п о с л е д н е е  м о ж е т  с л у ж и т ь  о г р а н и ч и т е л ь н ы м  ф а к т о р о м  и х  п р и ­
м е н е н и я ,  е с л и  д и н а м и ч е с к и й  п о р я д о к  м о д е л и  а  в е л и к .  В  р е з у л ь т а т е  р а з р а б о т ч и к а м  ч а ­
с т о  п р и х о д и т с я  « д е ф о р м и р о в а т ь »  п о л у ч е н н ы й  о п т и м а л ь н ы й  а л г о р и т м  с  ц е л ь ю  е г о  у п р о ­
щ е н и я ,  н о  п р и  э т о м ,  е с т е с т в е н н о ,  т е р я ю т с я  и  е г о  о п т и м а л ь н ы е  с в о й с т в а .  В  д а н н о й  р а б о т е  
у к а з а н н о е  п р о т и в о р е ч и е  п р е д л а г а е т с я  р а з р е ш и т ь ,  с т р о я  о п т и м а л ь н ы й  с и н т е з  а л г о р и т м о в  
н а  з а р а н е е  п о д х о д я щ е м  к л а с с е  м о д е л е й  с и г н а л о в ,  к о т о р ы й ,  с  о д н о й  с т о р о н ы ,  д о с т а т о ч н о  
ш и р о к ,  ч т о б ы  о б е с п е ч и т ь  х о р о ш у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  р е а л ь н ы х  с и г н а л о в ,  а , с  д р у г о й  с т о ­
р о н ы ,  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  э ф ф е к т и в н у ю  р е а л и з а ц и ю  п о л у ч е н н ы х  а л г о р и т м о в .  Д л я  э т о й  
ц е л и  и с п о л ь з у е т с я  п о д х о д  [ 2 ] ,  п р и  к о т о р о м  д л я  с и н т е з а  в ы б и р а е т с я  к л а с с  а п п р о к с и м и р у ­
ю щ и х  д и н а м и ч е с к и х  м о д е л е й  с и г н а л о в ,  о б л а д а ю щ и х  с в о й с т в о м  с и м м е т р и и  ( и н в а р и а н т ­
н о с т и )  п о  о т н о ш е н и ю  к  к о н е ч н о й  г р у п п е  ц и р к у л я н т н ы х  п р е о б р а з о в а н и й .  Э т а  г р у п п а  д е й ­
с т в у е т  н а  в е к т о р  с о с т о я н и я  д и н а м и ч е с к о й  м о д е л и  в  н е к о т о р о м  с к о л ь з я щ е м  в р е м е н н о м  
о к н е  [0 , n  - 1] р а з м е р а  n  и  о б е с п е ч и в а е т  в  э т о м  о к н е  н а и л у ч ш у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  и с х о д н о ­
г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а .  А п п р о к с и м и р у ю щ и е  с в о й с т в а  в н е  д а н н о г о  о к н а  б у д у т  з а в и с е т ь  о т  
п а р а м е т р а  з а ц е п л е н и я  5 с о с е д н и х  с к о л ь з я щ и х  о к о н  и  д и н а м и ч е с к о г о  п о р я д к а  м о д е л и .  В  
д а н н о й  р а б о т е  п о р я д о к  д и н а м и ч е с к о й  а п п р о к с и м а ц и и  а  у в е л и ч е н  д о  д в у х ,  ч т о  п о з в о л и ­
л о  у л у ч ш и т ь  е е  а п п р о к с и м и р у ю щ и е  с в о й с т в а ,  п о  с р а в н е н и ю  с  а н а л о г и ч н о й  м о д е л ь ю ,  о п и ­
с а н н о й  в  [2 ] . К р о м е  т о г о ,  п о к а з а н о ,  ч т о  п р и  о д н о м  и  т о м  ж е  д и н а м и ч е с к о м  п о р я д к е  а , 
п р и м е н е н и е  р е к у р р е н т н ы х  м о д е л е й  с к о л ь з я щ е г о  о к н а  в м е с т о  и з в е с т н ы х  а в т о р е г р е с с и о н ­
н ы х  м о д е л е й  о б е с п е ч и в а е т  л у ч ш у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  и  б о л е е  а д е к ­
в а т н ы е  с п е к т р а л ь н ы е  о ц е н к и .  В  т о  ж е  в р е м я  у с т а н о в л е н о ,  ч т о  ц и р к у л я н т н а я  с и м м е т р и я  
в е к т о р н о й  р е к у р р е н т н о й  м о д е л и  п о з в о л я е т  д и а г о н а л и з и р о в а т ь  с т р у к т у р у  м а т р и ц ,  з а д а ­
ю щ и х  е е  п а р а м е т р ы .  Д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  п р и м е н и т ь  к  э т о й  м о д е л и  n  - т о ч е ч н о е  д и с ­
к р е т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  ( Д П Ф ) ,  т .е  п е р е й т и  к  б а з и с у  е е  с о б с т в е н н ы х  ф у н к ц и й .  Д л я  
в с е х  р а с с м а т р и в а е м ы х  в е к т о р н ы х  ц и р к у л я н т н ы х  м о д е л е й  с к о л ь з я щ е г о  о к н а  п о л у ч е н ы  
а л г о р и т м ы  в ы ч и с л е н и я  о п т и м а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  п о  з а д а н н о й  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  
с и г н а л а  ( а л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и )  и  в ы р а ж е н и я  д л я  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  а п п р о к -
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с и м и р у ю щ е г о  п р о ц е с с а .  О п р е д е л е н ы  к р и т е р и и  к а ч е с т в а  а п п р о к с и м а ц и и  в о  в р е м е н н о й  и  
с п е к т р а л ь н о й  о б л а с т я х .  П р о в е д е н  с р а в н и т е л ь н ы й  а н а л и з  с  д р у г и м и  и з в е с т н ы м и  м о д е л я ­
м и ,  п о д т в е р ж д а ю щ и й  и х  в ы с о к у ю  э ф ф е к т и в н о с т ь .
2 .  О п и с а н и е  и  и д е н т и ф и к а ц и я .  П у с т ь  с л у ч а й н ы й  с и г н а л  п р е д с т а в л я е т  в е щ е ­
с т в е н н у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь
X i =  x ( t i ) ,  i  e J N  =  { 0 , . . . , N - 1 }  ( 1 )
п о л у ч е н н у ю  в  р е з у л ь т а т е  д и с к р е т и з а ц и и  п о  в р е м е н и  н е п р е р ы в н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  (в  ш и ­
р о к о м  с м ы с л е )  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  x ( t )  н а  к о н е ч н о м  и н т е р в а л е  T n  =  [ t o , . , t N - i ] . П р и  
э т о м  с и г н а л  ( 1 )  и м е е т  н у л е в о е  м а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е  и  и з в е с т н у ю  к о р р е л я ц и о н н у ю  
ф у н к ц и ю
R ( t ) =  R ( i ,  j ) =  M [X i X j  ] ,  т , i ,  j  e  J N  , ( 2 )
г д е  т  =| i -  j  | , M [-] -  о п е р а т о р  м а т е м а т и ч е с к о г о  о ж и д а н и я .  А п п р о к с и м и р у е м  п о с л е д о в а ­
т е л ь н о с т ь  {x i } д р у г и м  в е щ е с т в е н н ы м  с т а ц и о н а р н ы м  с л у ч а й н ы м  с и г н а л о м  { z t } ,  к о т о р ы й  
о п и с ы в а е т с я  в е к т о р н ы м  с т о х а с т и ч е с к и м  р а з н о с т н ы м  у р а в н е н и е м
{Zi} = {z /= z  V )}, k = [i /(n -  5)]0 , Vi = i -  k(n -  s ) , i e J N  (a)
z k = ® 1z k-1 + ® 2z k-2  + w k , k  = 2 , . ,M  - 1, (b) f .
M [w k ] = 0, M [w kw T ] = Q^k 1 , M [w kZ0 ] = 0, M [w k z T ] = 0 (c)
M[Z0 ] = M[Z1] = 0, M[Z 0ZT0] = Г 0 , M[Z 0zT ] = Г 1 (d)
З д е с ь  Z k  =  ( z (0 ), z (1 ) , . . . , z (n -1)) T  =  ( z ^ , z ^ + 1 , . , z ^ + n - 1 ) T  -  n - м е р н ы й  в е к т о р ,  з а д а н н ы й  в  
с к о л ь з я щ е м  в р е м е н н о м  о к н е ,  A k  =  { ik , i k  + 1 , - - , i k  +  n  - 1,}  с  J n  , i k  = { n  -  s ) k , 1 <  n  <  N ;
Z0 =  ( z 0 , . . . ,  z n - 2 ,  z n _ 1 ) T , Z1 =  ( z n - s , z n - s + 1 , . ,  z 2 n - s - 1  ) T  . n  , M  , N  -  н а т у р а л ь н ы е  ч и с л а ; 
0 <  s  <  n  - 1  -  п о к а з ы в а е т ,  с к о л ь к о  о б щ и х  э л е м е н т о в  у  с о с е д н и х  в е к т о р о в  ( п а р а м е т р  з а ц е п ­
л е н и я ) ;  M  =  [ N / ( n  -  s)"|; [-]0 -  о п е р а т о р  в з я т и я  ц е л о й  ч а с т и  ч и с л а ;  [ х ]  -  о к р у г л е н и е  д о  
б л и ж а й ш е г о  ц е л о г о  >  х ; 8 t j  -  с и м в о л  К р о н е к е р а ;  w k  -  n - м е р н ы й  в е к т о р  ф о р м и р у ю щ е г о  
ш у м а .  П а р а м е т р ы  м о д е л и  Ф 1 , Ф 2 ,  Q  -  в е щ е с т в е н н ы е  ц и р к у л я н т н ы е  м а т р и ц ы  р а з м е р н о ­
с т и  n х n , п р и ч е м  Q  -  н е в ы р о ж д е н н а я .  З а п и с ь  z i=  Z ('V ’i ) , v i  e { 0, . , n - s - 1} в  ( 3 a )  о з н а ч а е т ,  
ч т о  i  - о е  з н а ч е н и е  а п п р о к с и м и р у ю щ е г о  п р о ц е с с а  { z i } я в л я е т с я  v i  - о й  к о м п о н е н т о й  в е к т о ­
р а  Z k  , т .е .  п р о ц е д у р а  р а с п а к о в к и  в е к т о р н о г о  п р о ц е с с а  ( 3 )  с в о д и т с я  к  п о с л е д о в а т е л ь н о м у
в ы с т р а и в а н и ю  в е к т о р о в  u k =  ( z (0 ), z (1 ) , . , z ( n - s - 1 ) ) T  в  о д и н  с т о л б е ц :  { z ;-} =  { u 0 , u T , . , u TM - 1 } .
М о д е л ь  ( 3 )  б у д е м  н а з ы в а т ь  р е к у р р е н т н о й  ц и р к у л я н т н о й  л - м о д е л ь ю  2 - г о  п о р я д к а .  Ф а к т и ­
ч е с к и ,  о н а  я в л я е т с я  д а л ь н е й ш и м  р а з в и т и е м  а н а л о г и ч н о й  м о д е л и  1 - г о  п о р я д к а ,  п р и в е д е н ­
н о й  в  [ 2 ] .
Н а п о м н и м  [ 3 ] ,  ч т о  э л е м е н т ы  л ю б о й  ц и р к у л я н т н о й  (n  х  n )  - м а т р и ц ы  A  =  ( A ( i , j ) ) , 
i ,  j  e { 0,1, . , n - 1} у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю  A ( i ,  j )  =  A ( i ! j ) , ( г д е  « ! » -  в ы ч и т а н и е  п о  м о д у ­
л ю  n ) . С е м е й с т в о  H o  =  { A (n)=  ( A ( i ! j ) ) }  в с е х  т а к и х  м а т р и ц  о б р а з у е т  л и н е й н о е  к о м м у т а ­
т и в н о е  п о д п р о с т р а н с т в о  е в к л и д о в о г о  п р о с т р а н с т в а  Л  =  { A }  к в а д р а т н ы х  (n  х n ) - м а т р и ц  с о  
с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  и  н о р м о й
< A ,Б )  =  t < A B T ) , || A  ||= <A ,  A ) 1/2 , V  A , B е Л  .
т
О б о з н а ч и м  Xk =  ( х ^ , х ^ + 1 , . ,  х ^  +n - 1)  , т о г д а  з а д а ч а  н а и л у ч ш е й  а п п р о к с и м а ц и и
с в о д и т с я  к  н а х о ж д е н и ю  о п т и м а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  Ф 1, Ф  2 , Q  м о д е л и  ( 3 )  п о  к р и т е р и ю  м и ­
н и м у м а  с р е д н е г о  к в а д р а т а  о ш и б к и  ( С К О )
( Ф 1 , Ф 2 , Q )  =  a r g  m in  M [  || Xk - Z k ||2 ] , (4 )
Ф1 >Фг ,QeH o
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О п р е д е л и м  к о р р е л я ц и о н н ы е  м а т р и ц ы  в е к т о р н ы х  с т а ц и о н а р н ы х  с л у ч а й н ы х  п р о ц е с с о в  
x  к  и  z  k :
— —Т — — Т — —т
R 0 =  M [ x k x k L  R 1 =  M [ x k x k +1 ]  R 2 =  M [ x k x k +2 ];
r o =  M [ z k z k  ]  r i =  M [ z k z k + i]  r 2 =  M [ z k z k + 2 ]
к  =  0 , . . . ,  M - 1  ( 5 )
T
Н е т р у д н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  Г о , Г 1 , Г 2  е Н o . Е с л и  в з я т ь  к о в а р и а ц и и  M [Z k Z k + / ] ,  l  =  0,1,2 о т
Т ’ т  т  т
о б е и х  ч а с т е й  р а в е н с т в а  ( 3 )  и  у ч е с т ь  Г  j =  M [ z  k  z  k - 1 ] ,Г  2 =  M [ z  k  z  k - 2] и  (5) , т о  п о л у ч и м
( 6 )
(7)
( 8 )
Г о  — Ф 1 Г 0 Ф 1  +  Ф 2 Г 0 Ф  2 +  Ф 1 Г  1 Ф  2 +  Ф 2 Г 1 Ф 1  +  Q , 
Г 1  =  Г 0 Ф  1  + г  1  ф 2  ,
Г 2 =  Г 1Ф Г  +  Г 0Ф 2 •
У р а в н е н и я  ( 6 ) - ( 8 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е
Г 0 = ( Ф 1 Ф 2 )
Г п Г
Т У Л 7Л
Г 1 Г 0 у v
Ф 1
ф 2
+ Q
( Г 1  ^
v Г  2 у
Г Г
Т У  Л ТЛ
Г 1 Г 0 y v
Ф 1
ф 2
т о г д а
(Ф 1 Ф 2  ) = (г  1  г 2  )
Q  =  Г 0  -  (гГ  Г 2 )
Г Г0
Г 1
1
Г 0
Г 0
Г 1
^ _ 1(  г  ^
Г 1
Г 0
т\- 1
1
Г  2
Г 0 - ( Ф 1 Ф 2 )
Г
(9 )
(10)
О п р е д е л и м  с и м м е т р и ч е с к и е  к в а д р а т н ы е  к о р н и  к о р р е л я ц и о н н ы х  м а т р и ц
C  =  r 0/2 , B  =  г 0/2 . ( 11)
Т о г д а  с п р а в е д л и в ы  п р е д с т а в л е н и я  Xk =  C  e k , z k  =  B e k , г д е  e k  -  с л у ч а й н ы й  в е к т о р ,
— — - * T  о
M [ e k ] =  0, M [ e k  e j  ] =  I S k j , а  в ы р а ж е н и е  д л я  о ш и б к и  а п п р о к с и м а ц и и  M[|| Xk - z k ||  ] в  
с к о л ь з я щ е м  в р е м е н н о м  о к н е  A  k  и  к р и т е р и й  ( 4 )  п р е о б р а з у ю т с я  к  в и д у  
M [||X k  - z k | | 2 ] =  M [ | | ( C - B ) e k l| 2 ] =  M [ t r ( C - B ) e k e k ( C - B ) ]  = | | C - B ||2 ,
|| C  - В ( Ф Ь Ф 2 , Q )||2 ^  m in  ,
B(Фl,Ф2,Q)еН o
г д е  з а п и с ь  В ( Ф Ь  Ф 2 ,  Q )  в  н е я в н о м  в и д е  у к а з ы в а е т  н а  з а в и с и м о с т ь  о т  м а т р и ч н ы х  п а р а м е т ­
р о в  м о д е л и  ( 3 ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  о п т и м а л ь н о е  р е ш е н и е  B  =  В ( Ф  1 , Ф 2 , Q )  д а н н о й  э к с т р е ­
м а л ь н о й  з а д а ч и  я в л я е т с я  п р о е к ц и е й  м а т р и ц ы  C  е  Л  н а  е в к л и д о в о е  п о д п р о с т р а н с т в о  ц и р -  
к у л я н т н ы х  м а т р и ц  Н  o . Э т о  р е ш е н и е  е д и н с т в е н н о е  и  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  [ 4 ,5 ] :
B  =  C ( n )  =  ( 1 / n )  е "  £ " - 1  <C, е "  , ( 1 2 )
г д е  (-)(n) -  о п е р а т о р  о р т о г о н а л ь н о г о  п р о е к т и р о в а н и я  н а  п о д п р о с т р а н с т в о  Н  o ; E n -  ц и р -  
к у л я н т н а я  м а т р и ц а  п е р е с т а н о в о к  р а з м е р н о с т и  n  х  n , м н о ж е с т в о  с т е п е н е й  к о т о р ы х  
Е " , i  =  0, . . . ,  N  -1  о б р а з у е т  о р т о г о н а л ь н ы й  б а з и с  в  Н  o .
П у с т ь  i  =  Г 1  (<Ф 1, Ф  2 , Q )  l  =  0 ,1 ,2  -  к о р р е л я ц и о н н ы е  м а т р и ц ы  в е к т о р н о г о  п р о ц е с с а  
( 3 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е г о  к р и т е р и ю  ( 4 ) ,  и  п о к а ж е м ,  ч т о  в с е  о н и  м о г у т  б ы т ь  в ы ч и с л е н ы  и з  
и с х о д н ы х  к о р р е л я ц и о н н ы х  м а т р и ц  R 0 , R  1 ,R 2  е Л  с  п о м о щ ь ю  п р е о б р а з о в а н и я  ( 1 2 ) .  И с ­
п о л ь з у я  п р е д с т а в л е н и е  z k  =  B  e k , и м е е м  Г l = M [ z k z k +l ] =  13M [ e k ek + l ] B k  =  B G l B k . О т с ю д а  
п р и  l  =  0 с  у ч е т о м  ( 1 1 ) , ( 1 2 )
г  0 = в  b 1  =  [R 0 / 2 ](n )[R 0 / 2 ]( n ) .
Е с л и  l  =  1, 2 , в о с п о л ь з у е м с я  и з в е с т н ы м и  [4 ]  с в о й с т в а м и  о п е р а т о р а  (-)( n ) :
( A 1A ) (n) =  ( A A 1 ) (n) =  A 1 ( A ) (n ) , ( A 1 ) n =  A 1 , R 0 , R 1 , R 2 е Л , V A  е Л
(1 3 )
1 1
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и  в ы п о л н и м  т о ж д е с т в е н н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  Г  i  =  B  G / B T  =  ( C ) (n) G / ( C T  ) (n) =  
=  ( C G / C T ) (n) =  ( C М [ё к  e T +i ] C T ) (n) =  ( M [ x k  X Tk + l] ) (n) =  ( R / ) (n ), т .е .
Г  1 =  R ( n ) , Г г2 =  R (2n ) . ( 14)
Т а к и м  о б р а з о м ,  а л г о р и т м  н а и л у ч ш е й ,  п о  к р и т е р и ю  ( 4 ) ,  а п п р о к с и м а ц и и  с т а ц и о ­
н а р н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  (1 )  р е к у р р е н т н о й  ц и р к у л я н т н о й  м о д е л ь ю  2 - г о  п о р я д к а  ( 3 )  
с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м .  С н а ч а л а  п о  з а д а н н о й  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  ( 2 )  с т р о я т с я  к о р р е ­
л я ц и о н н ы е  м а т р и ц ы  R o , R 1 , R 2 , з а т е м  п о  ф о р м у л а м  ( 1 3 ) ,  ( 1 4 )  в ы ч и с л я ю т с я  Г 0 ,1" 1 , 1"2 ,  с  
п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  п о  ( 9 )  и  ( 1 0 )  о п р е д е л я ю т с я  м а т р и ч н ы е  п а р а м е т р ы  Ф 1, Ф 2 , Q  м о д е л и  
( 3 ) . З а м е т и м ,  ч т о  о п и с а н н ы е  в  [ 2 ]  р е к у р р е н т н а я  ц и р к у л я н т н а я  м о д е л ь  1 - г о  п о р я д к а  и  е е  
а л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и  м о г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  и з  ф о р м у л  ( 6 ) - ( 8 ) ,  ( 1 3 ) , ( 1 4 ) ,  е с л и  в  н и х  
п о л о ж и т ь  Ф 2  =  0 . С о о т в е т с т в у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  и м е ю т  в и д
Ф 1 =  Г 1 Г - 1 , Q  =  Г  о -  Ф  1 Г 1
г г 0 = [ R 0/ 2 ](n )[ R 0/ 2 ](n ), г г1 = R ( n)
Н а к о н е ц ,  н е р е к у р р е н т н а я  ц и р к у л я н т н а я  м о д е л ь  [ 4 ,5 ] ,  о п и с ы в а ю щ а я  N - с т а ц и о н а р н ы й  
с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с ,  м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  р е к у р р е н т н а я  м о д е л ь  0 - г о  п о р я д к а ,  п о ­
л у ч а е м а я  и з  ( 3 ) ,  е с л и  в  н е й  п о л о ж и т ь  Z0 =  Z =  ( z 0 , . . . , z ^ ^ )  , Ф 1  =  Ф 2  =  Q  =  0 ,  n  =  N , 5 =  0 ,  
п р и  э т о м
{ Z i} =  {Z i=  z ( i) } , i  e J  n  , ГГ =  [ R 1/ 2 ](n )[ R 1/ 2 ](n ), R  =  ( R ( \ i  -  j \ )  , ( 1 6 )
г д е  R ( r ) -  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  ( 2 )  и с х о д н о г о  п р о ц е с с а .  О т м е т и м ,  ч т о  п р о ц е д у р ы  
о ц е н и в а н и я  п а р а м е т р о в  р е к у р р е н т н ы х  м о д е л е й  ( 9 ) - ( 1 0 ) ,  ( 1 5 )  н е  з а в и с я т  о т  N . П о э т о м у  
о н и  б у д у т  с п р а в е д л и в ы  и  н а  б е с к о н е ч н о м  и н т е р в а л е  п р е д с т а в л е н и я  с и г н а л а .
3. Вы числение корреляционны х функций. П у с т ь  а п п р о к с и м и р у ю щ и й  п р о ­
ц е с с  { z i } о п и с ы в а е т с я  р е к у р р е н т н о й  м о д е л ь ю  ( 3 ) ,  а  е г о  п а р а м е т р ы  в ы б р а н ы  п о  о п и с а н ­
н о м у  в ы ш е  а л г о р и т м у  и д е н т и ф и к а ц и и .  Т о г д а  е г о  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  н а  и н т е р в а л е  
i  e J n  =  { 0 , . . . , N - 1 }  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е
R z ( i )  =  M [ z 0 Z i] =  M [ Z 0v )  Z k 1)] =  Г к (0, V i ), i  e J N  ( 1 7 )
к  =  [ i  /(n -  s ) ] G, V i  =  i  -  k ( n  -  5 ), к  e { 0 , 1 , . . . , M  - 1 }
г д е  0 < v t < n - 5 -1  о п р е д е л я е т с я  ( 3 а ) ;  Г / = M [ Z 0 z f ] =  (Г / ( ^ , v ) ) , ^ , v e { 0,1, . . . , n - 1} -  к о р р е ­
л я ц и о н н а я  м а т р и ц а  в е к т о р н о г о  п р о ц е с с а  ( 3 b ) ,  о т в е ч а ю щ а я  в р е м е н н о м у  с д в и г у  
l  e  {0,1, . , M  - 1} .  Е с л и  о б е  ч а с т и  у р а в н е н и я  ( 3 b )  у м н о ж и т ь  с п р а в а  н а  Z ^ - i  и  о п р е д е л и т ь  м а ­
т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е ,  п о л у ч и м
r f  =  M [ Z к Z k - l ] =  ф 1М ^ к - 1 Z к - l ] +  Ф 2М Р к - 2Z k - l ] +  M [ w k Z l - l ] , 2  < l ,  к  <  M  - 1
Т  — т
О т с ю д а ,  с  у ч е т о м  ( 3 c ) ,  ( 5 )  и  с в о й с т в а  с т а ц и о н а р н о с т и  г /  =  M [Z  к  Z i  -  ] п р и х о д и м  к  р е к у р ­
р е н т н о м у  у р а в н е н и ю
■J , г  dtJ , ^ ^ „„ _  .
( 1 8 )
r l =  г /-1ф  T +  г / -2 ф 2 ,  1 <  l  <  м  - 1
Г - 1  г 0 = 1^  o , Ф 1 =  Ф ъ  ф 2 =  2 ,
г д е  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  о п р е д е л я ю т с я  ф о р м у л а м и  ( 1 3 ) ,  ( 1 4 ) ,  ( 9 ) .  К а к  ч а с т н ы й  с л у ч а й ,  п р и  
Ф 2  =  0 п о л у ч а е м  а н а л о г и ч н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  р е к у р р е н т н о й  ц и р к у л я н т н о й  м о д е л и  1 - г о  
п о р я д к а
Г /  =  Г / - 1 Ф  T , \ <  l  <  M  -1  ( 1 9 )
г 0 = г o , ф 1 =  1 .
Д л я  н е р е к у р р е н т н о й  ц и р к у л я н т н о й  м о д е л и  v i  =  i  и  с  у ч е т о м  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 )
R z ( i )  =  M [Z 0  Z i] =  M [ Z 0i) Z 0') ] =  Г ( 0 , i ) , i  e J N  ( 2 0 )
Ф о р м у л ы  ( 1 6 ) - ( 2 0 )  п о л н о с т ь ю  о п р е д е л я ю т  а л г о р и т м  в ы ч и с л е н и я  к о р р е л я ц и о н н о й  
ф у н к ц и и  а п п р о к с и м и р у ю щ е г о  п р о ц е с с а  д л я  л ю б о й  у к а з а н н ы х  ц и р к у л я н т н ы х  м о д е л е й .
К а к  с л е д у е т  и з  ( 1 7 )  , с т р у к т у р а  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и и  с и л ь н о  з а в и с и т  о т  в е л и ч и н ы  п а ­
р а м е т р а  з а ц е п л е н и я  s  е  {0,1, . ,  n  - 1} .  Е с л и  s  =  0 , и м е е м
R z ( i)  =  r k (0, i - [ i / n ]o  • n )  =  Г [г-/n ] o ( 0, ( i ! 0)) , i  e J N , ( 2 1 )
т .е .  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  ( 2 1 )  и м е е т  л - п е р и о д и ч е с к у ю  с т р у к т у р у ,  а  с о о т в е т с т в у ю щ а я  
к о р р е л я ц и о н н а я  м а т р и ц а
R  z =  ( R z  (| i  -  j  |)) =  ( r [|i-j|/n ] 0 ( i  ! j ) ) ,  h  j  e »  ■ ( 2 2 )
я в л я е т с я  э р м и т о в о й  б л о ч н о - т е п л и ц е в о й  с  ц и р к у л я н т н ы м и  б л о к а м и  T k  = r k  ( ( v !  и ) ) , 
v , u e { 0,1, . . . , n - 1} ,  к о л и ч е с т в о  к о т о р ы х  р а в н о  M  =  N / n  . О д н а к о ,  п р и  s  Ф 0 ц и р к у л я н т н а я
с т р у к т у р а  б л о к о в  н а р у ш а е т с я .  В с е  с к а з а н н о е  с п р а в е д л и в о  д л я  р е к у р р е н т н ы х  ц и р к у л я н т -  
н ы х  м о д е л е й  1 - г о  и  2 - г о  п о р я д к а .  В  с л у ч а е  н е р е к у р р е н т н о й  м о д е л и  ( 1 6 )  к о р р е л я ц и о н н а я  
ф у н к ц и я  ( 2 0 )  и  с о о т в е т с т в у ю щ а я  к о р р е л я ц и о н н а я  м а т р и ц а
Rz = ( R z ( | i - j  |)) =  ( T ( i !  j ) ) ,  i, j  е »  ( 2 3 )
с т а н о в я т с я  ц и р к у л я н т н ы м и .
О т м е т и м ,  ч т о  с п е ц и а л ь н а я  с т р у к т у р а  м а т р и ц  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 )  п о з в о л я е т  з н а ч и т е л ь н о  
у п р о с т и т ь  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  а л г о р и т м ы  о п т и м а л ь н о й  о б р а б о т к и  а п п р о к с и м и р у ю щ и х  п р о ­
ц е с с о в  { z i } .  Д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  п р и м е н и т ь  к  к о в а р и а ц и о н н ы м  м а т р и ц а м  R z у н и т а р н о е  
б л о ч н о - д и а г о н а л ь н о е  п р е о б р а з о в а н и е  п о д о б и я  в и д а
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S z =  U H  R z U , U  = 0 •. 0
0 0 W n  j
w  =  W  = ^ e x p| 3 -
y j n
, I , q  =  0 , . , n  - 1  ( 2 4 )
п р и в о д я щ е е  R z к  б л о ч н о - т е п л и ц е в о й  м а т р и ц е  S z с  д и а г о н а л ь н ы м и  б л о к а м и
S k =  W H r kW  =  d ia g { o -1k , . , a r k } .  ( З д е с ь  W  -  у н и т а р н а я  м а т р и ц а  Ф у р ь е ,  « h  » -  с и м в о л  э р -  
м и т о в о г о  с о п р я ж е н и я ) .  Т а к а я  м а т р и ц а  и м е е т  р а з р е ж е н н у ю  с т р у к т у р у  с  б о л ь ш и м  
ч и с л о м  н у л е й .  К р о м е  т о г о ,  о н а  и м е е т  п р о с т о й  и  э ф ф е к т и в н ы й  а л г о р и т м  о б р а щ е ­
н и я  [ 6 ] ,  п р и ч е м  о б р а т н а я  м а т р и ц а  S - 1 т а к ж е  я в л я е т с я  р а з р е ж е н н о й .  В  ч а с т н о м  
с л у ч а е  ( 2 3 ) ,  п р е о б р а з о в а н и е  ( 2 4 )  п р и в о д и т  к  д и а г о н а л ь н о й  м а т р и ц е  
S  z  =  d ia g { ^ 1 , . , ^ N } .
А н а л о г и ч н о ,  у м н о ж и в  в е к т о р н о е  р е к у р р е н т н о е  у р а в н е н и е  ( 3 b )  н а  м а т р и ц у  W  
с п р а в а ,  т .е .  п р и м е н и в  к  о б е и м  е г о  ч а с т я м  д и с к р е т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  ( Д П Ф ) ,  п о л у ­
ч и м
Z k* =  Ф 1 ^ k -1* +  Ф 2 * ^ - 2 *  +  W k * , y k -1*  =  Z k -1*  +  H k-1* > k  =  2 , - , M - 1  ( 2 5 )
T 2 T
M [^ k * ] =  0, M [ w k * ] =  0, M [^ k * ^ T * ] =  & u 1  nx n , M [ w k*w T * ] =  Q * >
г д е  с о г л а с н о  и з в е с т н о м у  с в о й с т в у  ц и р к у л я н т н ы х  м а т р и ц  [ 2 ,6 ]  Q *  =  W H  Q W  ,
Ф  =  W H^ W  , Ф 2* =  W H  Ф ^  -  я в л я ю т с я  д и а г о н а л ь н ы м и .  ( Н а л и ч и е  з в е з д о ч к и  « * »  в  
н и ж н е м  и н д е к с е  д а л е е  о з н а ч а е т ,  ч т о  с о о т в е т с т в у ю щ и й  в е к т о р  и л и  м а т р и ц а  о т н о с я т с я  к  
с п е к т р а л ь н о й  о б л а с т и  Д П Ф ) .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п е р е х о д  в  с п е к т р а л ь н у ю  о б л а с т ь  п р и в о д и т  
м о д е л ь  ( 3 )  к  д и а г о н а л ь н о й  к а н о н и ч е с к о й  с т р у к т у р е  ( 2 5 ) .  Э т о  з н а ч и т е л ь н о  у м е н ь ш а е т  в ы ­
ч и с л и т е л ь н ы е  з а т р а т ы ,  с в я з а н н ы е  с  е е  д а л ь н е й ш и м  п р и м е н е н и е м  в  р а з л и ч н ы х  п р и л о ж е ­
н и я х  ( с п е к т р а л ь н ы й  а н а л и з ,  ф и л ь т р а ц и я ,  э к с т р а п о л я ц и я  и  т .д .) .
4. Анализ аппроксим ирую щ их свойств. В  р а з д е л е  1  м ы  ф а к т и ч е с к и  п о к а з а ­
л и ,  ч т о  д л я  с т а ц и о н а р н о г о  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  ( 1 )  с  з а д а н н о й  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й  
( 2 )  н а и л у ч ш и м  р е к у р р е н т н ы м  ц и р к у л я н т н ы м  п р и б л и ж е н и е м  2 - г о  п о р я д к а  я в л я е т с я  п р о ­
ц е с с ,  о п и с ы в а е м ы й  с т о х а с т и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  ( 3 )  с  п а р а м е т р а м и  Ф 1 , Ф 2 , Q . П р и  э т о м ,  
в а р ь и р у я  п а р а м е т р о м  з а ц е п л е н и я  s  и  р а з м е р о м  с к о л ь з я щ е г о  о к н а  n  м о ж н о  и з м е н я т ь  
с т р у к т у р у  ц и р к у л я н т н о й  м о д е л и  ( 3 )  и  е е  а п п р о к с и м и р у ю щ и е  с в о й с т в а .  П р о ц е д у р у  в ы б о р а  
а д е к в а т н о й  с т р у к т у р ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  -  и д е н т и ф и к а ц и е й  м о д е л и .  В  н а ш е м  с л у ч а е  о н а  
с в о д и т с я  к  в ы б о р у  т а к и х  з н а ч е н и й  n  и  s  , п р и  к о т о р ы х  у д о в л е т в о р я е т с я  в ы б р а н н ы й  к р и ­
т е р и й  к а ч е с т в а  а п п р о к с и м а ц и и  ( с м .  н и ж е ) .  Д л я  у п р о щ е н и я  д а л ь н е й ш е г о  и з л о ж е н и я  о б о -
n
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з н а ч и м  м о д е л ь  ( 3 )  с  о п т и м а л ь н о  в ы б р а н н ы м и  п а р а м е т р а м и  Ф 1 , Ф 2 , Q  ч е р е з  М 2 ( 5 ,n , N ) ,
а н а л о г и ч н у ю  р е к у р р е н т н у ю  ц и р к у л я н т н у ю  м о д е л ь  1- г о  п о р я д к а  [2 ]  -  ч е р е з  М |  (5, n , N ) , 
н е р е к у р р е н т н у ю  ц и р к у л я н т н у ю  м о д е л ь  [4 ]  ( н у л е в о г о  д и н а м и ч е с к о г о  п о р я д к а )  -  ч е р е з  
М 0 ( N ) . Н а к о н е ц ,  о б щ у ю  м о д е л ь  с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  ( 1 )  с  п р о и з в о л ь н о й  к о р р е л я ц и о н ­
н о й  ф у н к ц и е й  ( 2 )  о б о з н а ч и м  ч е р е з  М  ( N ) . З а м е т и м ,  ч т о  в  ч а с т н о м  с л у ч а е  м о д е л и  
M i (0 ,1 ,N ) , М 2 (0 ,1 ,N )  о п и с ы в а ю т  и з в е с т н ы е  п р о ц е с с ы  а в т о р е г р е с с и и  1 - г о  и  2 - г о  п о р я д ­
к о в ,  у  к о т о р ы х  п а р а м е т р ы  с о в п а д а ю т  с  р е ш е н и е м  у р а в н е н и й  Ю л а - У о л к е р а  [1 ] .
Д л я  с р а в н и т е л ь н о г о  а н а л и з а  а п п р о к с и м и р у ю щ и х  с в о й с т в  у к а з а н н ы х  м о д е л е й  п о ­
с т у п и м  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  В ы б е р е м  н е п р е р ы в н ы й  с л у ч а й н ы й  с и г н а л  x ( t )  с  и з в е с т н о й
к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й  R ( t ) ,  д и с к р е т и з и р у е м  е г о  п о  в р е м е н и  x t =  x ( t i ) =  x ( S  • i )  с  ш а ­
г о м  8  и  з а п и ш е м  д и с к р е т н у ю  к о р р е л я ц и о н н у ю  ф у н к ц и ю  R ( t )  =  R ( S t )  , т e J n  н а  к о н е ч н о м  
и н т е р в а л е  J n  =  {0, . , N - 1} .  З а т е м ,  с л е д у я  о п и с а н н ы м  в  р а з д е л е  1  п р о ц е д у р а м ,  а п п р о к с и ­
м и р у е м  п о л у ч е н н ы й  д и с к р е т н ы й  с л у ч а й н ы й  с и г н а л  { х г-} ,  i  e J N  ц и р к у л я н т н ы м и  м о д е л я ­
м и  М 2  (5, n , N ) , М 1  (5, n , N ) , М о  ( N )  и  в ы ч и с л и м  п о  ф о р м у л а м  ( 1 7 ) - ( 2 0 )  и х  к о р р е л я ц и о н ­
н ы е  ф у н к ц и и  R z  ( i ) , к о т о р ы е  о б о з н а ч и м  R 2  z  ( i ) , R 1 z ( i ) , R 0 z  ( i ) , с о о т в е т с т в е н н о .  Т о г д а  д л я  
с и г н а л а  { x i } и  в с е х  у к а з а н н ы х  е г о  м о д е л е й  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и е  к о р р е л я ­
ц и о н н ы е  м а т р и ц ы  R  , R 2 z  , R 1 z  , R 0z  и  с р е д н е к в а д р а т и ч е с к и - э к в и в а л е н т н ы е  с л у ч а й н ы е
1 /2 ё  1/2 1/2 «-» «-»
п р о ц е с с ы  x  =  R  e , z m z  =  R m z e , m  e  {0, 1, 2} ,  г д е  (•) , с и м м е т р и ч е с к и й  к в а д р а т н ы й  к о р е н ь
и з  м а т р и ц ы ,  e  -  с л у ч а й н ы й  N - в е к т о р ,  с  п а р а м е т р а м и  M [ e ]  =  0, M [ e e T ] =  1^  . Д л я  о ц е н к и  
к а ч е с т в а  а п п р о к с и м а ц и и  с и г н а л а  { x i } , i  e J N  ц и р к у л я н т н ы м и  м о д е л я м и  б у д е м  и с п о л ь з о ­
в а т ь  с л е д у ю щ и е  х а р а к т е р и с т и к и  и  к р и т е р и и .
К 1 . Т е к у щ и е  с р е д н е к в а д р а т и ч е с к и е  о ш и б к и  ( С К О )  а п п р о к с и м а ц и и  e m z (i) н а  о т р е з ­
к е  J n  =  {0, . . . , N - 1} и  у с р е д н е н н ы е  п о  в р е м е н и  о т н о с и т е л ь н ы е  С К О  s m z :
г д е  и н д е к с  m  e  { 0 ,1 ,2 }  с о о т в е т с т в у е т  п о р я д к у  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  ц и р к у л я н т н о й
К 2 . С п е к т р а л ь н ы е  п л о т н о с т и  м о щ н о с т и  ( С П М ) ,  к о т о р ы е  р а с с ч и т ы в а ю т с я  п о  с о о т ­
в е т с т в у ю щ и м  ц и к л и ч е с к и м  к о р р е л я ц и о н н ы м  ф у н к ц и я м  [ 7 , c .4 2 6 ] :
P S D m z ( к )  =  X N - 1 R ^ ) ( i ) e x p  { _ j 2Я Ц / N }  , R m z } ( i)  =  [ ( N  - i ) R m Z ( i)  +  i R m z ( N  -  i ) ] / N  ( 2 6 )  
P S D ( I )  =  Y N -1  R (N) ( i ) e x p { - j 2 n H / N } , R ( N ) (i)  =  [ ( N - i ) R  ( i)  +  i R  ( N - i ) ] / N  ( 2 7 )
г д е  к  e { 0, . . . , N - 1} ч а с т о т н ы й  и н д е к с ;  P S D (1  ) -  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  с и г н а л а  { х г-} .
Н и ж е  д л я  п р о в е д е н и я  э к с п е р и м е н т а  в ы б р а н  д и с к р е т н ы й  с л у ч а й н ы й  с и г н а л  x t с  
к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й
/1 =  59 , / 2 =  31, а 1 =  68,54 , а 2 =  49,87 , 8  =  1/ 180, N  =  64 
А л г о р и т м  и д е н т и ф и к а ц и и  р е к у р р е н т н ы х  м о д е л е й  М 1  ( 5 ,n , N ) , М 2 ( 5 , n , N )  с о с т о я л  в  с л е ­
д у ю щ е м .  С р е д и  в о з м о ж н ы х  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  n  e { 1, . . . , 64} , 5 e { 0; 1; n - 1} м е т о д о м  п е ­
р е б о р а  в ы б и р а л и с ь  т е ,  п р и  к о т о р ы х  т е к у щ и е  о ш и б к и  а п п р о к с и м а ц и и  ( 2 5 )  о к а з ы в а л и с ь  
м и н и м а л ь н ы м и ,  а  в  и х  п о в е д е н и и  о т с у т с т в о в а л а  п е р и о д и ч н о с т ь  ( п о с л е д н е е  г а р а н т и р у е т  
у с т о й ч и в о с т ь  а п п р о к с и м и р у ю щ и х  х а р а к т е р и с т и к  м о д е л и ) .  Э к с п е р и м е н т  п о к а з а л ,  ч т о  д л я  
N  >  n  н а и л у ч ш а я  а п п р о к с и м а ц и я  с л у ч а й н о г о  с и г н а л а  с  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й  ( 2 8 )  у  
м о д е л и  М 1 (5, n , N )  д о с т и г а е т с я  п р и  n  =  2 , 5  =  0 , а  у  м о д е л и  М 2 (5, n , N )  -  п р и  n  =  2 , 5  =  1 .
м о д е л и ,  a '2 ( i)  =  R ( i , i )  -  д и с п е р с и я  з н а ч е н и й  с л у ч а й н о г о  с и г н а л а  {х г-} .  N  >  n .
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Е с л и  ж е  N  =  n  =  64 , т . е . к о г д а  а п п р о к с и м а ц и я  с и г н а л а  о с у щ е с т в л я е т с я  в  п р е д е л а х  р а з м е ­
р о в  с к о л ь з я щ е г о  о к н а  р е к у р р е н т н о й  м о д е л и ,  т о  м и н и м у м  о ш и б к и  ( 2 5 )  в  о б о и х  с л у ч а я х  
д о с т и г а е т с я  п р и  5 =  n  - 1 , а  в е л и ч и н а  э т о й  о ш и б к и  п р а к т и ч е с к и  о д и н а к о в а .
Рис.1. Текущие ошибки аппроксимации, N ? n
Частотный индекс k
Рис. 2. Спектральная плотность мощности (PSD), N ? n
Н а  р и с .1 и  р и с .  3 п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  т е к у щ и х  о ш и б о к  ( 2 5 )  д л я  в с е х  у к а з а н н ы х  
з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  n  и  5 , а  н а  р и с .2 ,  р и с .  4  -  с п е к т р а л ь н ы е  п л о т н о с т и  м о щ н о с т и  ( 2 6 )  
с о о т в е т с т в у ю щ и х  а п п р о к с и м и р у ю щ и х  п р о ц е с с о в .  К р о м е  т о г о ,  д л я  с р а в н е н и я  н а  э т и х  ж е  
р и с у н к а х  п р и в е д е н ы  а н а л о г и ч н ы е  г р а ф и к и ,  о т в е ч а ю щ и е  и з в е с т н ы м  [1 ]  а в т о р е г р е с с и о н ­
н ы м  м о д е л я м  1 - г о  и  2 - г о  п о р я д к о в  М  ! ( 0,1, N ) , М  2 (0,1,N ) . А н а л и з  э т и х  к р и в ы х  н а  р и с .1  и
р и с .  2  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п р и  N ? n  п р и м е н е н и е  р е к у р р е н т н ы х  ц и р к у л я н т н ы х  м о д е л е й  2 - г о  
п о р я д к а ,  в м е с т о  м о д е л е й  1 - г о  п о р я д к а ,  п о з в о л я е т  у л у ч ш и т ь  а п п р о к с и м а ц и ю  к а к  в о  в р е ­
м е н н о й ,  т а к  и  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т я х .  П р и  э т о м  с р е д н и е  о т н о с и т е л ь н ы е  о ш и б к и  д л я  м о д е ­
л е й  М  1 (0,2,N ) , М  2 ( 1 ,2 ,N ) , с о о т в е т с т в е н н о ,  р а в н ы  s Xz =  18,36% ,  ^ z =  7,78% ,  а  в ы и г р ы ш
п о  т о ч н о с т и  с о с т а в л я е т  7 1 2  = \ £ \ z  - ^ 2 z  |= 10,6% .  В  т о  ж е  в р е м я ,  э т и  м о д е л и  п р о и г р ы в а ю т  
н е р е к у р р е н т н о й  м о д е л и  М 0 (N ) , ч т о  о б ъ я с н я е т с я  г о р а з д о  б о л ь ш и м  ч и с л о м  N ? n  п а р а ­
м е т р о в ,  у ч а с т в у ю щ и х  в  о п и с а н и и  э т о й  м о д е л и .  К р и в ы е  н а  э т и х  ж е  р и с у н к а х  п о к а з ы в а ю т ,  
ч т о  м о д е л и  М  1 (0,2,N ) , М  2 ( 1 ,2 ,N )  п о  с р а в н е н и ю  с  а в т о р е г р е с с и о н н ы м и  м о д е л я м и
М г (0,1, N ) ,  М  2 (0,1, N ) т о г о  ж е  д и н а м и ч е с к о г о  п о р я д к а  о б л а д а ю т  б о л е е  х о р о ш и м и  а п ­
п р о к с и м и р у ю щ и м и  с в о й с т в а м и .  П р и  э т о м  д л я  м о д е л е й  М  1 ( 0 ,1 ,N ) , М  2 (0,1,N ) , с р е д н и е  
о т н о с и т е л ь н ы е  о ш и б к и  ( 2 5 )  р а в н ы  £1z a  =  2 5 ,4 7 % , S 2 z a  =  16,11% ,  а  с о о т в е т с т в у ю щ и е  п р о и г ­
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р ы ш и  п о  т о ч н о с т и  с о с т а в л я ю т  T]U a  =| S 1 z a  -  S 1 z  |= 7,11%  , 7/223 =| s2z a  -  s2z  |= 8,33%  ( з д е с ь  a  в
н и ж н е м  и н д е к с е  у к а з ы в а е т  н а  а в т о р е г р е с с и о н н у ю  м о д е л ь ) .  И н т е р е с н о  т а к ж е  о т м е т и т ь ,  
ч т о  д в у х м о д а л ь н о с т ь  с п е к т р а  и с х о д н о г о  с и г н а л а  ( к р и в а я  P S D ( k )  н а  р и с .2 )  в о с п р о и з в о д и т ­
с я  т о л ь к о  м о д е л ь ю  М  2 ( 1 ,2 ,N ) .  Ч т о б ы  в ы я в и т ь  э т о т  ф а к т  с  п о м о щ ь ю  м о д е л и  а в т о р е г р е с ­
с и и ,  п р и ш л о с ь  б ы  и с п о л ь з о в а т ь  м о д е л ь  М  4(0,1, N ) с  д и н а м и ч е с к и м  п о р я д к о м  4 .
Рис. 3. Текущие ошибки аппроксимации, N  = n = 64
Рис. 4. Спектральная плотность мощности (PSD), N  = n = 64
К р и в ы е  н а  р и с .3  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  п р и  N  =  n  =  64 , s  =  n  -1  ( т .е .  к о г д а  и н т е р в а л  а п ­
п р о к с и м а ц и и  с и г н а л а  с о в п а д а е т  с  р а з м е р о м  с к о л ь з я щ е г о  о к н а )  т е к у щ и е  и  с р е д н и е  о ш и б ­
к и  ( 2 5 )  д л я  м о д е л е й  М  1 ( n - 1, n , N ) , М  2 ( n  -  1, n , N )  с т а н о в я т с я  о ч е н ь  м а л е н ь к и м и :
E 1 z  = S 2 Z =  1,8% .  Э т о  п о ч т и  в  т р и  р а з а  м е н ь ш е  e o z  =  5,38% ,  ч е м  у  н е р е к у р р е н т н о й  м о д е л и  
М  0 ( N ) . В  р е з у л ь т а т е  с п е к т р ы  P S D  ( 2 6 )  д л я  э т и х  м о д е л е й  н а  р и с .  4  п р а к т и ч е с к и  с о в п а д а ­
ю т  с о  с п е к т р о м  ( 2 7 )  и с х о д н о г о  с и г н а л а .  П о с л е д н е е  и м е е т  в а ж н о е  п р а к т и ч е с к о е  з н а ч е н и е ,  
т а к  к а к  в  о т л и ч и и  о т  М о ( N ) , р е к у р р е н т н ы е  м о д е л и  с к о л ь з я щ е г о  о к н а  М  / n -  1, n , N ) ,
М  2 ( n - 1, n , N )  я в л я ю т с я  п а р а м е т р и ч е с к и м и .  Э т о  п о з в о л я е т  с т р о и т ь  н а  и х  о с н о в е  э ф ф е к ­
т и в н ы е  а л г о р и т м ы  п а р а м е т р и ч е с к о г о  с п е к т р а л ь н о г о  о ц е н и в а н и я  с и г н а л о в  [ 7 ,8 ] .  П р и ч е м ,  
р а в е н с т в о  о ш и б о к  S 1 z  =  ^ z о з н а ч а е т ,  ч т о  д л я  с т а ц и о н а р н ы х  с и г н а л о в  ( 1 )  в ы и г р ы ш  о т  у в е ­
л и ч е н и я  д и н а м и ч е с к о г о  п о р я д к а  м о д е л и  с к о л ь з я щ е г о  о к н а  о т с у т с т в у е т .
М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  с и т у а ц и я  м е н я е т с я ,  е с л и  а н а л и з и р у е м ы й  с к а л я р н ы й  с и г н а л  
x ( t )  и  е г о  д и с к р е т н а я  а п п р о к с и м а ц и я  ( 3 a )  я в л я ю т с я  н е с т а ц и о н а р н ы м и ,  н а п р и м е р ,  x ( t )  -
у з к о п о л о с н ы й  с и г н а л ,  у  к о т о р о г о  ц е н т р а л ь н а я  ч а с т о т а  и з м е н я е т с я  в о  в р е м е н и .  Е с л и  п р и  
э т о м  в е к т о р н ы й  а п п р о к с и м и р у ю щ и й  п р о ц е с с  ( 3 b )  с т а ц и о н а р е н  (в  ш и р о к о м  с м ы с л е ) ,  т о
2013. №22 (165). Выпуск 28/1
в с е  и з л о ж е н н о е  в  р а з д е л е  2 , к а с а ю щ е е с я  н а х о ж д е н и я  о п т и м а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  м о д е л и ,  
о к а з ы в а е т с я  с п р а в е д л и в ы м .  В т о р о й  п о р я д о к  у  м о д е л и  М  2 ( n  -  1, n , N )  в  д а н н о м  с л у ч а е  п о з ­
в о л я е т  б о л е е  а д е к в а т н о  о п и с ы в а т ь  с и г н а л  и  с и н т е з и р о в а т ь  а л г о р и т м ы  м н о г о к а н а л ь н о й  
ч а с т о т н о й  а в т о п о д с т р о й к и .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  с о о т в е т с т в у ю щ е м  в ы б о р е  с т р у к т у р н ы х  п а р а м е т р о в  5 ,  n  и  м а т ­
р и ч н ы х  п а р а м е т р о в  Ф 1 , Ф 2 , Q  п р и м е н е н и е  р е к у р р е н т н ы х  ц и р к у л я н т н ы х  м о д е л е й  с к о л ь ­
з я щ е г о  о к н а  ( 3 )  п о з в о л я е т  х о р о ш о  а п п р о к с и м и р о в а т ь  ш и р о к и й  к л а с с  с л у ч а й н ы х  с и г н а л о в .
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APPROXIMATION OF THE RANDOM SIGNALS 
WITH THE HELP OF RECURRENT CIRCULANT MODELS OF RUNNING WINDOW
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One of а foreground task of digital signal processing is a decrease of com­
putational complexity of appropriate algorithms, but without substantial loss 
accuracy. The sake of synthesis this algorithms it's needed a good adequate sig­
nal models. In the article, the vectorial recurrent circulant model of running 
windows is proposed for random signals representation. For given correlation 
function of signal the computational procedures of parameters this model and 
expression of approximating correlation function are derived. The comparative 
analysis of approximation property of the proposal model and other known 
models are executed. Accuracy behavior and efficiency of these algorithms are 
confirmed in experimental research..
Key words: random process, random signal, autoregressive model, stochas­
tic difference equalization, circulant model, correlation function, Fourier trans­
form.
